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Abstact：The traditional regression model does not ensure to output good performance since it conducts feature selection

without considering the correlation between labels. To address this issue, this paper proposes a novel robust low-rank feature

selection method. Specifically, this paper considers the correlation between labels into a low-rank regression model and

then employs an l2,p - norm regularization term to conduct feature selection. Meanwhile, this paper also considers subspace

learning method（i.e., Linear Discriminant Analysis（LDA））into the proposed feature selection model to adjust the result

of feature selection. The iteration between feature selection and LDA enables to output optimal features until the algorithm

converges. The experimental results on six public datasets show that the proposed feature selection method outperformed

four comparison methods.
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摘 要：针对回归模型在进行属性选择未考虑类标签之间关系从而导致回归效果不理想，提出了一种新的具有鲁棒

性的低秩属性选择算法。具体为，在线性回归的模型框架下，通过低秩约束来考虑类标签间的相关性和通过稀疏学

习理论中的 l2,p - 范数来考虑属性间的关联结构，以此去除不相关的冗余属性的影响；算法通过嵌入子空间学习方

法（线性判别分析（LDA））来调整属性选择结果。经实验验证，提出的属性选择算法在六个公开数据集上的效果均

优于四种对比算法。
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1 引言
在模式识别，计算机视觉，数据挖掘等诸多领域，高

维度数据随处可见。对高维数据的处理大大增加了数

据处理的时间和空间复杂度[1]。因此，在高维数据中进

行属性约简以减少数据的维度，寻找到一个规模较小且

具有代表性的属性子集成为机器学习的一个重要研究

领域[2-4]。属性约简不仅降低了处理时间，而且能够得到

更紧凑和更具有泛化能力的学习模型。

现有属性约简方法通常包括属性选择和子空间学

习两种[5-7]方法。其中，属性选择是通过预设标准对每个

属性进行积分排序，然后输出部分能代表整个属性集的

子集，常见的属性选择方法有 t-test检验法[8]和稀疏逻辑

回归方法[9]等；而子空间学习[10]是通过投影实现高维属

性从高维空间到低维空间的映射，来保持数据间的关联

结构，常见方法如：线性判别分析（Linear Discriminant

Analysis，LDA）[11]，典型关联分析（Canonical Correlation

Analysis，CCA）[12]算法等。近年来，有学者提出利用低

秩回归模型进行属性选择。低秩回归模型通过嵌入一

个线性等式在预测和响应两者之间来观测数据，使得属

性选择效果[13]更佳，而且已经广泛应用到能够获取默认

类在相关的模式中。但低秩回归方法直接在现实应用

中易出现以下问题：首先，当输入的数据具有超大的属

性时（如：文档数据、人脸数据等），传统的回归模型对于

分析如此的高维数据具有很低的性能；其次，一般线性

回归模型并不注重在不同的响应之间的相关性，最具代

表的是最小二乘回归[14]，该方法仅仅是对每个预测的数

据分别产生一个响应。

针对以上问题，提出一种结合属性选择和子空间学

习（即LDA）的属性约简方法——基于稀疏学习的低秩属

性选择算法（Low-rank feature selection algorithm based

on sparse learning，SLR_FS）。首先，在线性回归的模

型框架中直接进行低秩属性选择，其中，低秩属性选择

运用了两种方法：稀疏方法（利用 l2,p - 范数灵活地考

虑样本和类标签之间的关系）和低秩方法（通过假设关

系矩阵具有低秩，以此来考虑类标签之间的关联性）；其

次，为了使得提取出的属性更具有代表性，在模型中有

效地嵌入经典子空间学习方法——LDA 算法，用来对

低秩属性选择的结果进行微调；最后，提出一种新的优

化方法，即对目标函数按顺序迭代执行低秩属性选择和

子空间学习方法的优化求解算法，不断交替的迭代使得

结果达到最优，最终取得全局最优解。本文提出的

SLR_FS算法结合属性选择和子空间学习各自的优点，经

实验验证，该算法在分类准确率上能够达到较好的效果。

2 稀疏学习简介
稀疏学习（Sparse Learning）理论最初应用于图像视

觉，由于具有强大的应用价值及内在理论，使得稀疏学

习[15]目前得到了迅速的发展，并已经在机器学习与模式

识别等领域得到广泛的应用。

在稀疏学习的基本理论中，通过对模型的参数向量

w∈Rn 进行稀疏假设，实现稀疏正则化，再用训练样本

对参数w 进行拟合，主要实现的目标为：

min
w

g(w) = f (w) + λϕ(w) （1）

其中，f (w) 是损失函数，ϕ(w) 是正则化项，λ 为控制

损失函数和正则化项之间的平衡参数，通过改变 λ的值

调节w 的稀疏性。即 λ越大，权值矩阵w 越稀疏，反之

亦然。

当稀疏学习应用于属性选择算法中时，能够将原始

数据之间的系数权重作为重要的鉴别信息引入模型，通

过对输入数据进行稀疏约束，使之变得稀疏，这样可以

去除冗余属性和不相关属性，使得重要属性能够被保存

下来，鉴于稀疏学习的正则化因子通常选用能够凸优化

求解的范数，如此，更能够保证本文提出的模型求得唯

一的全局最优解[16]。

目标函数（1）中的 f (w) 表示为损失函数，常见的损

失函数包括：对数损失函数，据对损失函数等；同时，ϕ(w)
表示为正则化项，常见的正则化项包括 l2,1 - 范数，l1 -
范数等，但 l2,p - 范数更具灵活性，通过参数 p 来控制

属性间关联结构的度，进而更好地进行属性选择。

3 算法描述及求解

3.1 算法描述
传统的线性回归模型，对于分类问题的处理解决

如下：

min
Z

||Y-XTZ||2F （2）

其中，X=[x1,x2,⋯,xn]∈Rm × n 表示训练样本矩阵，n和

m 分别表示样本数和属性数，Y∈Rn × k 表示类标签矩

阵，n 和 k 分别表示样本数和类别数，比如：Yi,j = 1
nj

代表第 i 个数据点属于第 j 个类别，nj 表示第 j 个类的

样本数。最后模型输出的系数矩阵 Z∈Rm × k 表示训练

样本和测试样本间重建的系数矩阵。

通常，大多数事物之间都隐含某种联系，在多类分

类问题中，这种关系可能会更加明显[6，10]。因此，为了探

测这种隐藏结构，同时利用这种特性来增强已经学习好

的模型。为此，算法引入低秩结构来约束系数矩阵 Z ，

即使用 r<min(n,k) 约束。一般地，秩最小化问题是一

个非凸状且NP难问题，但是秩约束的目标却是可解的，

即该全局解能够得到的[17]。因此算法在公式（2）的线性

回归中，对系数矩阵 Z 使用了低秩约束，所以问题转化

为解决如下的问题：

min
Z

||Y-XTZ||2F s.t. rank(Z) ≤ r （3）
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由于低秩结构对数据子集选择及数据间的结构选

择难以保证高效率，文献[18]指出，低秩的线性回归等

同于在LDA的子空间中做线性回归。因此，本文算法

把公式（3）投影到LDA空间中，且为了对低秩结构更好

地优化和有效地考虑类别间的关联结构。算法令

Z=AB拥有一个低秩 r ，r<min(n,k)具体模型如下：

min
A,B

||Y-XTAB||2F （4）

其中，A∈Rm × r ，B∈Rr × k 。因此，重构的系数矩阵

Z ，矩阵 A和 B同时具有一个低秩结构。因此，上述的

目标函数和公式（3）是等价的，为了具有更加清楚的解

释判别投影，公式（4）重写如下：

min
A,B

||Y-(ATX)TB||2F （5）

上述目标函数表明 A也能够被作为一个映射使用。

而为了使模型更好地应用于属性选择，同时让式（4）模

型在选取重要属性时能有效避免维度灾难，在模型中有

效的添加 l2,p - 范数来作为正则化项，使得所有的属性

既能够保持不同类的低秩结构，并通过 p(0 < p<2) 的控

制来控制所有属性中不同类之间的关联结构，进一步对

属性进行稀疏处理，具体的新模型如下：

min
A,B

||Y-XTAB||2F + λ||AB||2,p （6）

其中，X∈Rm × n（n和m 分别表示样本数和属性数）为训

练样本，Y∈Rn × k（n和 k分别表示样本数和类别数）为类

标签或响应矩阵，λ是调整参数，AB表示重构系数矩阵，

而 A∈Rm × r 和 B∈Rr × k ，低秩结构意味着 rank(AB) =
r<min(n,k) ，稀疏结构化表示令矩阵 AB 的大多数的

行收缩为零，而属性中对应的非零系数则被作为有代表

的属性子集，以此帮助更好的属性选择。

本文算法的伪代码如下：

算法1 SLR_FS算法伪代码

输入：1.训练数据集 X∈Rn ×d ；

2.正则化参数 λ；
3.SVM分类器中参数 (c,g)∈[-10:2:10] ，分类器类

型选择线性模式；

输出：分类准确率；

1.通过训练样本得出类指示矩阵Y=[yi,k] ；

2.依据所选择的模型式（6）：调用算法2求解全局最优解

得到自表征矩阵 Z* =A*B* ；

5.利用最优解 Z* 对原始属性集 X 进行属性选择后得到

的属性集作为样本新的属性集；

6.对新的属性集构成的样本采用SVM分类。

3.2 算法优化
首先，把公式（6）化简如下：

min
A,B

||Y-XTAB||2F + λTr(BTATDAB) （7）

其中，D∈Rm ×m 是一个对角矩阵，D 中的每个元素定

义如下：

dii = 1
(2/p)(||gi||2)

2- p，s.t. i=1,2,⋯,m，0< p<2（8）

其中，gi 表示矩阵 G* =A*B* 的第 i 行，A* 和 B* 分别

为 A和 B 的最优解，而 G* 为重构系数矩阵 Z 的最优

解。令公式（6）等于 J(A,B) ，并对公式（6）中的 B 求偏

导数，令所得偏导数等于零：
∂J(A,B)

∂B =-2ATXY+2ATXXTAB+2λATDAB=0（9）

从上面的等式求解可以得到 B：

B=(AT(XXT + λD)A)-1ATXY （10）

然后，把得到的矩阵 B 的表达式代入到公式（7）中

得到：

max
A

Tr((AT(XXT + λD)A)-1ATXYYTXTA) （11）

注意到：

St =XXT,Sb =XYYTXT （12）

其中，St 和 Sb 分别表示LDA中的类内离散矩阵和类间

离散度矩阵。因此，通过求解公式（11）可以得到 A如下：

A= argmax
A

{Tr((AT(St + λD)A)-1ATSbA)} （13）

公式（13）的求解问题明显是LDA求解问题，因此，

上式对应的全局最优解是：求 S-1
t Sb 中非零属性值所对

应的属性向量。如果 St 是奇异的，则计算 S+
t Sb 中非零

属性值对应的属性向量，而 S+
t 表示 St 的伪逆矩阵。由

于系数矩阵的最优解G* =A*B* 的列空间和A的列空间

相同，所以提出的新的方法同样与特殊的正则化LDA

具有同样的列空间。

本文提出的SLR_FS算法具有如下优点：

（1）线性回归模型有效结合 l2,p - 范数来考虑属性

及其对应响应变量间的相关性，来对原始属性集通过稀

疏处理进行属性选择（其中，稀疏处理可以保留重要属

性以达到选择的目的，以此消除输入数据中的冗余属性

和不相关属性），同时，利用低秩约束来考虑响应变量间

的相关性以进行子空间选择。

（2）在新的回归模型中有效地融入子空间学习中的

线性判别分析（LDA）算法来调整子空间属性选择的结

果，以此保证得到的属性选择结果达到最优。因此，使

得提出的算法比单一的子空间学习或者属性选择方法

具有更强的分类能力。

（3）子空间学习在迭代中被设计为适应低秩属性选

择后的结果，使得选择后的属性对应的响应矩阵具有一

致性，在选出代表的属性和其对应的响应变量之间进行

非线性学习，因此可以扩展算法的应用范围。

（4）对本文的目标函数提出了一种区别于交替方向

乘子法的求解方法，即固定低秩属性选择的结果，以此

提高子空间学习的性能，接着，固定子空间学习的结果，

确保低秩属性选择能输出更具代表性的属性集。该优

化算法能保证目标值在每次迭代过程中逐步收敛趋近
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与全局最优解，最终取得全局最优解。

算法2 优化求解式（6）的伪代码
输入：

1. 训练数据集 X∈Rm × n ；

2. 类标签数据集Y∈Rn × k ；

3. 低秩参数 r ；

4. 属性中控制关联结构度的参数 p ；

输出：矩阵 A∈Rm × r 和 B∈Rr × k ；

1. 初始化 t=0 ；

2. 通过随机初始化矩阵A
(t)和B

(t)，得到初始化 Z
(t) =A

(t)
B

(t)；

3. 初始化 D
(t) = I∈Rm ×m ；

4. 重复：

5. 通过等式（13）计算 A
(t+1) ；

6. 通过等式（10）计算 B
(t+1) ；

7. 更新对角矩阵 D
(t+1) ∈Rm ×m ，第 i 个对角元素由公式

（8）计算得出，

其中 gi =[A(t+1)B(t+1)]i ；
8. 更新 t= t+1；

9. 直到公式（6）收敛；

10. 结束；

4 优化算法收敛证明
由于公式（6）是非平滑的，且有两个变量 A和 B需

要优化，而正则化项也是非平滑的，使得该目标函数求

解更加难以解决。但本文提出使用一个简单的有效的

算法来求解问题，下文给出算法1收敛证明的具体步骤。

具体步骤如下：

从算法 2中的步骤 4至步骤 10，能够得到第 t 次迭

代对应的结果：

<A
(t+1),B(t+1) >=

argmin
A,B

||Y-XTAB||2F + λTr(BT ATD
(t)
AB)（14）

由此得到：

||Y-XTA
(t+1)

B
(t+1)||2F + λTr(B(t+1)T

A
(t+1)T

D
(t)
A

(t+1)
B

(t+1)) ≤

||Y-XA
(t)
B

(t)||2F + λTr(B(t)T
A

(t)T
D

(t)
A

(t)
B

(t))（15）

其中，注意 G
(t) =A

(t)
B

(t)，G (t+1) =A
(t+1)

B
(t+1) ，由公式（8）

组成的对角矩阵 D，代入不等式（15）可以得到：

||Y-XTG
(t+1)||2F + λ∑

i=1

m (||gi(t+1)||2)
2(2 - p)

(2/p)(||gi(t)||2)
2- p ≤

||Y-XTG
(t)||2F + λ∑

i=1

m (||gi(t)||2)
2(2 - p)

(2/p)(||gi(t)||2)
2- p （16）

其中，gi(t) 和 gi(t+1) 分别是 G
(t) 和 G

(t+1) 的第 i 行。而对

于每个 i，可以得到以下不等式：

(||gi(t+1)||2)
2- p -

(||gi(t+1)||2)
2(2 - p)

(2/p)(||gi(t)||2)
2- p ≤

(||gi(t)||2)
2- p -

(||gi(t)||2)
2(2 - p)

(2/p)(||gi(t)||2)
2- p （17）

然后，通过上面的不等式乘以正则化参数 λ得到累

加的总和后，就可以获得：

λ∑
i=1

m
(||gi(t+1)||2)

2- p -
(||gi(t+1)||2)

2(2 - p)

(2/p)(||gi(t)||2)
2- p ≤

λ∑
i=1

m
(||gi(t)||2)

2- p -
(||gi(t)||2)

2(2 - p)

(2/p)(||gi(t)||2)
2- p （18）

最后，联合不等式（16）和不等式（18）就可以得到：

||Y-XTG
(t+1)||2F + λ∑

i=1

m
(||gi(t+1)||2)

2(2 - p) ≤

||Y-XTG
(t)||2F + λ∑

i=1

m
(||gi(t)||2)

2(2 - p)
（19）

综合上述，得到了如下结果：

||Y-XTG
(t+1)||2F + λ||G (t+1)||2,p ≤

||Y-XTG
(t)||2F + λ||G (t)||2,p （20）

上述不等式表明算法1在每次迭代中，目标函数都

是单调递减的，因此，算法1可以达到收敛的结果。

5 实验与结果分析

5.1 实验数据集和对比算法
本文用六个数据集测试提出的 SLR_FS 属性选择

算法性能，其中数据集 DBWorld，madelon，isolets 来自

UCI[19]，PCMAC来自属性选择数据集[20]，Yale-32和ORL

都是人脸数据集，分别来自文献[21]和[22]。

实验运行在Win7系统上，使用Matlab2014a软件进

行编程实现和实验。实验选用七种对比算法与本文提

出的新的算法进行比较。对比算法详细介绍如下：

NFS 方法（Non Feature Selection）：对原始数据不

做任何处理，直接使用 LIBSVM 工具箱[23]进行 SVM 分

类，相比SLR_FS等属性选择算法，不仅数据处理量大，

而且容易受到噪声数据和冗余数据的影响，时间复杂度

为O(n3)。
LDA（Linear Discriminant Analysis）：在对数据处

理过程中，仅考虑数据之间的全局结构，且LDA算法引

用在本文提出的算法中对选择的最终属性进行微调，相

比SLR_FS方法不但数据处理量大，且易受噪声等冗余

数据的影响，时间复杂度为O(n3)。
LR（Linear Regression）：利用最小平方函数对一个或

多个自变量和因变量之间进行建模的一种回归分析，由

数据集

DBWorld

madelon

PCMAC

Yale-32

isolets

ORL

样本数

64

2 000

1 943

165

1 559

400

属性数

4 702

500

3 289

1 024

617

1 024

类数

2

2

2

15

26

40

类型

Text

Multivariate

Text

Image，Face

Multivariate

Image，Face

表1 数据集信息统计
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于未考虑 lF - 范数对噪声数据的敏感性，相比SLR_FS

方法，受到冗余数据和离群数据影响较大，时间复杂度

为O(n2) ；
LGR（Logistic Regression）：是通过放弃最小二乘

法的无偏性，专用于共线性数据分析的有偏估计的回归

方法，相比 SLR_FS方法，虽然利用 lF - 范数先对原始

数据进行预处理，但该算法没有考虑数据与数据之间的

关联结构，对于多类问题，不同类别的数据之间关联结

构是非常重要地，时间复杂度为O(n2)。
RSR方法[24]：通过自表征的方法选择一个最具代表

性的响应矩阵，然后嵌入到稀疏学习模型中进行属性选

择，同时，系数矩阵中的系数大小即表示对应属性重要

性的强弱，相比 SLR_FS 方法，虽然对数据进行了相应

的稀疏处理，但是，由于缺乏类标签的有效辅助，同时，

未能对数据之间相关性进行考虑，故效果不是很理想，

时间复杂度为O(n2)。
MI方法[25]：先通过对原始数据进行对数压缩，然后

选取一个映射函数的方法对原始数据进行映射处理，并

按得分高低进行属性重要性的选取，相比SLR_FS方法，

该方法既对数据进行了预处理，还充分考虑数据与类标

签之间的依赖性，但是，该方法未能充分利用不同类别

数据之间的相关结构，时间复杂度为O(n)。
SD 方法[25]：通过一个映射函数对原始数据进行处

理，得到的分数高低对应属性重要性强弱，最后对排序

靠前的属性进行提取，相比 SLR_FS 方法，该方法没有

对数据进行预处理去除噪声和冗余数据，同时，没有对

不同类别数据与数据之间的关联结构进行处理分析，时

间复杂度为O(n)。
最后，对于 SLR_FS 方法，由于需要进行特征值分

解，故时间复杂度为O(n2)。
对于所有对比算法，采用 10-折交叉验证方法选择

参数，且 SVM分类器中参数 (c,g)∈[-10:2:10] 。NFS、

LDA、LR、LGR和RSR五种对比算法中的正则化参数 λ
设置为 λ∈[10-3,10-2,10-1,1,101,102,103] ，MI和SD两

种对比算法分层参数根据原文提示使用默认值12；本文

SLR_FS算法中 l与上述五种对比算法中的设置一致，且

低秩参数 r 设置为 r<min(n,k)。

5.2 实验结果和分析
本文采用十折交叉验证方法将原始数据分成训练

集和测试集，再利用SVM进行分类，同时，把分类准确

率作为评价指标，即分类准确率越高表示算法效果越

好。所有算法均保证在同一实验环境下进行，最后提取

10次运行的实验结果的均值加减均方差来评估各算法

的性能，在每个数据集上运行10次以减少实验误差，以

此来增加实验的稳定性。各算法在 6个数据集上实验

结果对比图见图1~图6，具体实验数据结果见表2。

如图 1~图 6所示，可以清楚地看到SLR_FS算法在

6个数据集上的分类准确率，由于10-折交叉验证的随机

性，并不能保证每次的结果都是最好的，但是每个数据

集上 10次实验结果比对比算法大部分都较高，最终的

平均分类准确率也是最高的。

对于多类的数据集，比如：isolets，Yale-32和ORL数

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
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115
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100
95
90
85
80
75
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65
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55

实验次数

分
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准
确

率
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RSR
MI
SD
SLR-FS

图1 DBWorld数据集
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图2 madelon数据集
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图3 PCMAC数据集
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图4 Yale-32数据集
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图5 isolets数据集
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据集，可以通过控制低秩的数量来得到不同的分类结

果，通过图7~图9所示，具有低秩结构的SLR_FS算法比

满秩的效果更佳，分类准确率更高。

通过表 2分析得出，SLR_FS算法与其他四种对比

算法比较均取得最高的分类准确率，具体地，与NFS方

法比较平均提高了 13.76%，与LGR算法对比平均提高

了4.29%。由于madelon数据集中的数据全部是正整数

且数据之间较为接近，故五种算法所得准确率比较接

近，SLR_FS算法最好提高了 7.1%。关于同类型分析，

除了在文本类型两个数据集结果较为接近，只相差

4.2%的准确率，而在多元类型上的两个数据集准确率相

差较大。在ORL数据集上，SLR_FS算法效果最佳，不

但与NFS相比提高了 18.75%，而且比LGR算法提高了

5.5%。这是由于SLR_FS利用低秩属性选择方法，包括

用 l2,p - 范数考虑样本和类标签之间关系，还用低秩约

束来考虑类标签间的关联性，最后利用线性判别分析调

整属性选择的结果，保证数据的几何结构，故能显著提

高模型的性能。

由于NFS方法没有预先对数据进行建模预处理，所

以没有对应的建模时间。对于其他七种算法的建模时

间对比如表3所示。

由于不同数据集有不同的数据分布，且含有不同的

干扰因素。实验结果显示，本文提出的SLR_FS算法在

每个数据集上均比对比算法好，相对所有对比算法，本

文SLR_FS算法具有最强的鲁棒性。同时，跟子空间学

习方法比较，本文算法不仅保持提取后重要的属性，还

利用子空间学习对重要属性进一步微调，相比单一的属

性选择算法保证了数据自身的全局结构，因此使得本文

算法具有更好的解释性。

6 结束语
本文提出一种全新的属性选择算法——SLR_FS算

法。该算法是基于线性回归的框架，通过低秩属性选

择，包括低秩方法和稀疏方法中 l2,p - 范数共同去除冗

余属性，同时，利用线性判别分析（LDA）对属性选择的

结果进行微调，保证得到的结果达到最优。因此，算法

有效地融合子空间学习和低秩属性选择在一个回归模

型中。既扩展了子空间学习在回归模型上应用范畴，也

扩展了低秩属性选择在保持数据几何结构方面的不

足。而且实验显示本文算法能够在分类准确率和稳定

性上取得很好的分类效果。在将来的工作中，将尝试在

半监督属性选择方面拓展本文提出算法的应用范畴，并

尝试使用自表征、图稀疏等技术来改进算法。
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