
Computer Engineering and Applications计算机工程与应用2017，53（20）

低秩特征选择多输出回归算法

杨利锋 1，2，林大华 3，邓振云 1，2，李永钢 1，2

YANG Lifeng1，2, LIN Dahua3, DENG Zhenyun1，2, LI Yonggang1，2

1.广西多源信息挖掘与安全重点实验室，广西 桂林 541004

2.广西区域多源信息集成与智能处理协同创新中心，广西 桂林 541004

3.广西电化教育馆，南宁 530021

1.Guangxi Key Lab of Multi-source Information Mining & Security, Guangxi Normal University, Guilin, Guangxi 541004, China

2.Guangxi Collaborative Innovation Center of Multi-source Information Integration and Intelligent Processing, Guilin,

Guangxi 541004, China

3.Guangxi Center for Educational Technology, Nanning 530021, China

YANG Lifeng, LIN Dahua, DENG Zhenyun, et al. Low-rank feature selection for multiple-output regression algo-

rithm. Computer Engineering and Applications, 2017, 53（20）：116-121.

Abstract：To solve the issue of the existing regression models do not well take advantage of the correlation between inputs

and outputs, and among outputs, also between samples, to take the multiple output regression analysis for high-dimensional

data, it proposes a novel multiple output regression method called Low-rank Feature Selection for Multiple-output Regres-

sion algorithm（for short LFS_MR）. The method can catch the correlation structures of outputs via a low-rank regression

model with a low-rank constraint. Specially, it is innovative that the method conducts sample selection via an L2,p -norm

on this low-rank regression model, which can avoid the interference of noise and outliers reasonably. What’s more, the

method conducts feature selection by applying an L2,p -norm regularization term to penalty the regression coefficient

matrix, which handles with the correlations between inputs and outputs efficiently, and solves the problem of curse of

dimensionality for the high-dimensional data. The experimental results on many realistic datasets show that the proposed

method can obtain very good results when conduct a multiple output regression analysis for high-dimensional data.
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摘 要：针对现有回归算法没有考虑利用特征与输出的关系，各输出之间的关系，以及样本之间的关系来处理高维

数据的多输出回归问题易输出不稳定的模型，提出一种新的低秩特征选择多输出回归方法。该方法采用低秩约束

去构建低秩回归模型来获取多输出变量之间的关联结构；同时创新地在该低秩回归模型上使用 L2,p -范数来进行样

本选择，合理地去除噪音和离群点的干扰；并且使用 L2,p -范数正则化项惩罚回归系数矩阵进行特征选择，有效地处

理特征与输出的关系和避免“维灾难”的影响。通过实际数据集的实验结果表明，提出的方法在处理高维数据的多

输出回归分析中能获得非常好的效果。
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1 引言
一直以来，多输出回归分析是机器学习和统计学的

重点研究问题。这种分析方法根据数据的多个特征值

预测多个输出实值，目前，在很多领域里有应用，如预测

植被多个生长状况的生态系统，从遥感图像中评估多个

生物物理参数，用多个宏观经济变量和以往的股价来预

测股票的价格等。

传统的线性回归[1]模型能解多输出回归问题，其将

多个特征值作为输入分别学习与各个输出变量相应的

回归系数，获得回归模型。然而，当输出变量很多时，输

出之间往往会存在某种关联结构[2]，该模型没有利用这

种关联结构。后来，为了利用该关联结构改善所学习的

回归模型，Anderson[3]首先提出了一种低秩回归方法，用

一个低秩来约束回归系数矩阵而获得多输出变量之间

的关联结构。此后，低秩回归模型受到研究者热点关注

和研究。研究者们[4]通过迹范数正则化项来学习低秩回

归系数矩阵，获得多输出变量之间的低秩结构。但是，

该方法不能明确地选择和调节所学到的回归系数矩阵

的秩的大小。通过两个低秩矩阵的乘积表示回归系数

矩阵，巧妙地将回归系数的秩约束为小于特征维数和输

出变量数这个条件融入到低秩回归模型中，能明确地决

定该秩的大小。但是，该方法没有进行属性约减，对高

维数据进行回归分析的效果有限。实际数据往往拥有

大量的特征维数 [5]，如基因数据，图像数据，文本数据

等。为了提高对这些高维数据回归分析的效果，通常需

要收集大量的样本来学习模型。然而，由于各种原因很

难获得足够的样本，且还会遇到“维灾难”问题[6]。为此，

研究者们[7]在低秩回归模型的基础上，增加特征选择的

处理步骤，即同时使用属性约减的方法处理高维数据。

但是，这种方法没有对样本进行选择，可能会受噪音和

离群点的干扰。

因此，为了更好地处理高维数据多输出回归问题，

本文方法首先通过低秩约束来构建低秩回归模型，同时

在该模型上使用 ℓ2,p - norm 进行样本选择，且利用

ℓ2,p - norm 正则化项惩罚回归系数矩阵，获得全局最优

的回归系数矩阵。接着，依据该回归系数矩阵对训练样

本进行特征选择得到新训练样本集。然后，在 libSVM

内进行 5-折交叉验证来学习回归模型。最后，在 10-折

交叉验证的框架上进行以上步骤，获得最好的回归模

型。在构建回归系数矩阵的过程中，低秩回归可确保输

出变量之间的关联结构得到使用，充分利用了当实际数

据具有大量的输出变量时其相互之间会存在某种关联

结构的本质；低秩回归上的 ℓ2,p - norm 能够对样本进行

选择，有效地去除噪音和离群点的干扰，提高回归分析

的预测效果；ℓ2,p - norm 正则化项惩罚回归系数矩阵而

对特征进行选择，能利用特征与输出之间的关系，有利

于对高维数据进行回归分析。本文将这种多输出回归

方法称为低秩特征选择多输出回归算法简称为LFS_MR

（Low-rank Feature Selection for Multiple-output Regres-

sion algorithm）。

2 相关理论
给定一个训练数据集合 D = {(x1,y1),(x2 ,y2),⋯,

(xn ,yn)}=(X,Y)∈R
n × (d + c) ，其中 (xi ,yi) 表示一个样本

点，xi ∈R1 × d(i = 1,2,⋯,n) 表示具有 d 维特征的输入向

量，yi ∈R1 × c(i = 1,2,⋯,n) 表示具有 c 个输出的输出向

量，n 为样本数，X =[x1,x2 ,⋯,xi ,⋯,xn]T ∈Rn × d 为输

入矩阵，Y =[y1,y2 ,⋯,yi ,⋯,yn]T ∈Rn × c 为输出矩阵（或

响应矩阵）。多输出回归 [8]（multiple-output regression）

的目的是指数据集 D 中寻找一个函数模型 h ，使得 X

映射到相应的Y ，即

xi¾ ®¾¾h yi

应用到高维数据的回归分析中，即希望充分考虑样

本特征与各输出之间的关系，从中找到一个投影矩阵

W ，使得Y 与 XW 之间的差值尽可能小，这一般可通

过最小二乘损失函数实现，即

min
W

 Y -XW 2

F （1）

其 中 ，W∈Rd × c 为 回 归 系 数 矩 阵 ，其 解 为 ：W =
(XTX)-1XTY 。值得注意的是，该方法只是简单地将多

输出问题转换为多个独立的单输出问题，然后对每个单

输出进行最小二乘估计，而没有考虑到各输出之间的潜

在关联。实际应用中已经有证明：多输出回归相比于单

输出回归可以产生一个更好的预测性能。因此为了实

现同时预测多个输出变量，充分利用了各输出变量之间

的关联[9]，对回归系数矩阵W 进行如下低秩约束：

min
W

 Y -XW 2

F , s.t. rank(W) ≤min(d,c) （2）

从公式（2）中可以看出，该低秩约束明显地减少了

需要计算的参数，提高了最小二乘估计的效率。此外，

在实际数据中，噪音和离群点往往会增大系数矩阵的

秩[10]。因此，在将高维数据投影到低维结构的过程中，

对式（1）中进行低秩约束也是合理的。在对公式（1）进

行低秩约束的过程中，回归系数矩阵W 可以表示成两

个秩不大于 r 的矩阵的乘积，即

W =BAT （3）

其中，B∈Rd × r 为回归系数矩阵，A∈Rc × r 为子空间学

习系数矩阵。通过式（3）进行替代，可以得到低秩线性

回归模型的一般形式：

min
A,B  Y -XBAT 2

F
（4）

3 LFS_MR算法
根据公式（2）可知，采用低秩约束去构建的低秩回

归模型可以很好地利用各输出变量之间的关联结构。
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但是在处理海量高维数据时，仍然会有大量的特征和样

本对回归的预测是无用的。因此，为了提高回归分析的

准确率，对目标函数（4）实行进一步优化，即对已获得的

低秩回归模型进行特征选择和样本选择，排除低秩约束

过程中存在的冗余属性以及噪音和离群点样本，提高回

归分析的效率。

为了能够去除数据中的噪音和离群点样本，通常会对

数据集进行样本选择，即对于数据集里的每一个训练样本，

选择与其线性相关的样本进行表示，即，利用 ℓ2,1 - norm

去替代公式（4）中的 ℓF - norm 去惩罚 (Y -XBAT) 的所

有行系数。但是，实际应用[11]表明，ℓ2,p - norm 可以通过

调节参数 p 而能更好地控制样本之间相关性结构的程

度，因此，通过最小化 ℓ2,p - norm 去压缩回归矩阵

BAT ，排除离群点和不相干样本的干扰，即

min
A,B  Y -XBAT

2,p
（5）

其中 0 < p < 2 。当 p=1 时，即为标准的 ℓ2,1 - norm ；当

对 p 进行调参时，可以控制矩阵 BAT 中非零行的个

数。因此，对于排除冗余和不相关样本而言，ℓ2,p - norm

具有更高的效率。但是，目标函数（5）是凸函数，易知其

解为 BAT =(XTX)-1XTY 。而在实际应用中 XTX 不

一定可逆。为此，考虑引入一个 ℓ2,p - norm 正则化项使

其可逆，并且对数据集中的冗余和不相关特征进行去

除，另外还考虑对子空间学习系数矩阵 A引入一个正

交约束，去充分考虑各输出变量之间的相关性。最后，

得到如下目标函数：

min
A,B  Y -XBAT

2,p
+ α B 2,P , s.t. A

TA = Ir （6）

其中  B 2,P =
é

ë
êê

ù

û
úú∑

i = 1

d
(∑
j = 1

r

||Bij
2
) p/2

1/p

,α 为非负调整参数。正

交旋转约束条件ATA = Ir ∈Rr × r,为正交约束。ℓ2,p - norm

通过惩罚回归系数矩阵 B 的行系数，对整个低秩回归

模型进行属性选择。使得对每个测试样本都通过相关

性高的特征进行预测。而对于子空间系数矩阵 A采用

正交约束，则可以很好地确保每个输出都是由共同的特

征进行预测，同时也确保了低秩回归约束可以通过考虑

各输出之间的关系来进行子空间选择。

根据以上分析可知，本文提出的目标函数（6），不仅

通过低秩约束 rank(W) = r≤min(d,c) 构造低秩回归模

型，合理地利用了输出之间的关联，还同时在该低秩回

归模型上使用 ℓ2,p - norm 从各个输出之间的关联方面

对样本进行选择，去除了数据中离群点的干扰。而且，

使用 ℓ2,p - norm 正则化项惩罚回归系数矩阵 B，从特征

输入与输出之间的关系方面出发进行特征选择，寻找高

维数据中的低维结构，有利于进行高维数据的回归分

析。因此，本文提出的方法能够结合利用特征输入与输

出之间关系，各输出之间的关系，以及样本之间的关系

来构建多输出回归模型。该模型通过低秩回归和特征

选择过程而能够非常好地处理高维数据的多输出回归

分析，并且可以去除离群点对构建一个良好模型的干扰。

最后，给出本文提出的LFS_MR算法的具体实现步

骤如下：

算法1 LFS_MR算法

输入 数据集 D =(X,Y)∈R
n ×(d + c) ，参数 α,p,r

输出 aCC和aRMSE的均值

（1）对数据集 D进行规范化处理和10-折交叉验证。

（2）通过算法2获得最优化的 A,B。

（3）通过 B 对训练样本进行特征选择，得到新训

练集。

（4）在 libSVM中进行5-折交叉验证学习模型，求出

测试样本的预测值。

（5）计算aCC和aRMSE并获得均值。

传统线性回归模型 [1] 通过求解最小二乘函数

min
W

 Y -XW 2

F ，以获得使预测输出 XW 与真实输出Y

的差值最小的回归系数矩阵W ，其中 X 是输入数据。

求解该函数得：W =(XTX)-1XTY ，从此式可知，该方法

仅利用输入与输出之间的关系，并没有考虑多输出之间

的关联。为此，本文方法通过秩被约束为 r 的两个矩阵

的乘积表示W ，即W =BAT,rank(A) = r,rank(B) = r,构
造低秩回归模型从而能利用多输出之间的关联。

而通过迹范数寻找多输出之间关联的方法[4]，其目

标函数为 min
W

 Y -XW 2

F + λ W * 。因此，可知该方法

通过调节参数 λ ，只是能调整W 的秩的大小，然而，并

不能明确地决定W 的秩的大小。有研究表明[7]，在实际

应用中明确地选择W 的秩的大小能获得更好的模型预

测效果。为此，本文方法通过确定的 r ，约束 rank(A) =
rank(B) = r≤min(d,c) ，其中 d 表示输入数据的维数，c
表示输出的维数，从而将W 的秩明确地约束为 r ，即

rank(W) = rank(BAT)= r 。

4 目标函数优化
本文采用迭代算法来优化目标函数（6），主要的迭

代过程有以下两步：（1）固定 A更新 B 和（2）固定 B 更

新 A这两个步骤，直到目标函数收敛到最优解，其具体

实现介绍如下：

（1）固定 A更新 B

由于子空间矩阵 A存在正交约束 ATA = I ，因此可

对目标函数（6）的低秩回归模型进行如下操作：

 Y -XBAT
2,p

=  (Y -XBAT)(A,A″)
2,p

=

 YA -XB 2,p +  YA″ 2,p （7）

式（7）中  YA″ 2,p 不含矩阵 B，因此，当 A固定时，对目
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标函数（6）的优化问题可转换为对如下目标函数的

优化：

min
B
 YA -XB 2,p + α B 2,P （8）

对目标函数（8）进一步推导可得：

min
B

tr[(YA -XB)TN(YA -XB)]+αtr(BTQB) （9）

其中，α 为调优参数，N∈Rn × n 和Q∈Rr × r 都是对角矩

阵，并且它们的主对角元素分别为Nii = 1
2
p (YA -XB)i

2 - p

2

,

i =(1,2,⋯,n) 和 Qjj = 1
2
p Bj

2 - p

2

( j = 1,2,⋯,r) ，然 后 对

式（9）中 B的每一行求导，并令其等于0，则可得：

B =(XTNX + αQ)-1XTNYA （10）

（2）固定 B更新 A

通过固定 B，目标函数（6）可简化为如下形式：

min
A
 Y - X͂AT

2,p , s.t. A
TA = Ir （11）

其中，X͂ =XB∈Rn × r 。可知目标函数（11）事实上是一

个正交普鲁克（Procrustes）问题，通过对YT X͂ =USVT

进行奇异值分解，可知子空间矩阵 A 的最优解为

UVT ，其中U∈Rc × r ，V∈Rr × r 。

综上通过固定 A更新 B ，和固定 B 更新 A，对 A

和 B 进行迭代优化，使得目标函数（6）在每次迭代中都

单调递减，直至收敛到最优解。最后，给出迭代[12-14]优化

算法2的伪代码，如下：

算法2 目标函数优化方法

输入 X∈Rn × d,Y∈Rn × c,α, p,r
输出 A,B
（1）初始化迭代次数 t=0 。

（2）初始化 A(0) 为一个随机对角矩阵，其中 A(t) 表
示 A的第 t 次迭代的结果。

（3）while（相邻两次迭代的目标函数值的差大于

10-5 且 t< 总迭代次数）

{

①通过式（10），计算 B(t+1) ；
②通过式（11），计算 A(t+1) ；
③通过公式：

Nii = 1
2
p (YA -XB)i

2 - p

2

, i =(1,2,⋯,n)

计算 N(t+1) ；
④通过公式：

Qjj = 1
2
p Bj

2 - p

2

, j =(1,2,⋯,r),计算Q(t+1)；

⑤ t= t+1；

}

结束。

5 实验分析与讨论

5.1 实验介绍
本文算法通过MATLAB语言编程，且所有实验都

是在Win7系统下的MATLAB 2014软件上运行测试。

本文实验中用到的数据集为 EDM[15]，和来自于多

输出数据集[16]的ATP1d，OES97，ATP7d（已对数据集的

outputs进行了标准化处理），数据集的基本情况如表 1

所示。

与本文方法对比的算法有低秩线性回归 [7]算法

（Low-Rank Linear Regression，LRLR）、低秩岭回归算

法[7]（Low-Rank Ridge Regression，LRRR）、稀疏低秩回

归算法[7]（Sparse Low-Rank Regression，SLRR）、稀疏多

任务回归和特征选择算法[17]（Sparse MultitAsk Regression

and feature selection，SMART），以及新图结构稀疏算

法[18]（LSG21）。

为了比较LFS_MR算法与对比算法的性能，本文用

均方差误差（average Root Mean Square Error，aRMSE）

以及平均相关系数（average Correlation Coefficient，

aCC）作为评价指标。其中，多次实验结果的均方差误

差可以反映算法的稳定性，其值越小，稳定性越好。而

相关系数能反映预测值与测试样本目标值之间的相关

性，其值越大，预测值越接近目标值，即预测的可信度越

强。均方差误差和平均相关系数的计算公式[8]分别如下：

aRMSE= 1
d∑i = 1

d ∑
j = 1

ntest
(y ( j)

i - ŷ ( j)
i )2

ntest

aCC= 1
d∑i = 1

d ∑
j = 1

ntest
(y ( j)

i - -yi)(ŷ
( j)
i - -ŷi)

∑
j = 1

ntest
(y ( j)

i - -yi)
2∑
j = 1

ntest
(ŷ ( j)

i - -ŷi)
2

其中 ntest 表示测试样本数，yi 为目标值，ŷi 为预测值，
-yi 为目标值均值，

-ŷi 为预测值均值。

实验采用10-折交叉验证以比较所有的方法。其首

先将整个数据集随机分成均匀的 10份，然后选择其中

的 1份作为测试集，其余的 9份作为训练集。并且在该

10-折交叉验证里面进行 5-折交叉验证用 libSVM训练

来学习回归模型。对于参数模型的选择，本文设置调制

参数 α∈{10-7 ,10-6,⋯,107} ，回归系数矩阵的秩 r∈{1,
2,⋯,min(d,c)} 和 ℓ2,p - norm 中的 p∈{0.1,0.2,⋯,1.9} ，

以及 libSVM工具箱中的 (c,g)∈ {2-5 ,2-4 ,⋯,25} 。

dataset

EDM

ATP1d

ATP7d

OES97

samples

154

337

296

334

Features

16

411

411

263

Outputs

2

6

6

16

表1 实验数据集的基本信息
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5.2 实验结果与分析
本文实验在 10-折交叉验证的框架内进行 libSVM

内部的 5-折交叉验证，每次返回 5-折交叉验证的最好

aCC结果和 aRMSE结果，所以10-折交叉验证可分别获

得10个 aCC结果和 aRMSE结果，然后取其10个结果的

均值用作比较。其中，LRLR，LRRR，SLRR，SMART，

LSG21和本文提出的LFS_MR方法在上述数据集上实

验的aCC结果如表2。

从表 2 数据可知，LFS_MR 算法在 EDM，OES97，

ATP7d和ATP1d数据集上的平均相关系数结果均高于

LRLR，LRRR，SLRR，SMART 和 LSG21 算法的平均相

关系数。其中，LFS_MR算法在ATP1d数据集上取得了

最优的效果，其平均相关系数为 94.42%，相比 LRLR，

LRRR，SLRR，SMART 和 LSG21 算法分别高于 2.22%，

2.13%，2.09%，2.41%和 2.09%。另外，在ATP7d数据集

上，LSF_MR算法的 aCC结果为 94.17%，远高于对比算

法LRLR，LRRR，SLRR，SMART和LSG21的 aCC，分别

高于5.24%，5.18%，5.15%，5.46%，5.10%。本文的LFS_MR

算法在EDM数据集和OES97数据集上同样能够取得很

好的aCC结果。

在这四个数据集上实验的所有对比算法也都获得

很好的 aCC结果。其中，LRLR算法通过低秩约束可以

利用多输出变量之间的关联，而没有进行特征选择，所

以在高维数据的多输出回归中获得的 aCC结果略低于

其他算法的结果；LRRR和SLRR算法均通过低秩约束

去构建低秩回归模型，并且进行特征选择，其中LRRR

利用 ℓF - norm 惩罚回归系数矩阵来进行特征选择，而

SLRR则利用 ℓ2,1 - norm 正则化项惩罚回归系数矩阵来

进行特征选择，但是这两种方法都没有对样本进行选

择，数据中的噪音和离群点会干扰回归模型的学习，所

以其获得的aCC结果均比LSF_MR的aCC结果差。

而SMART算法利用 ℓ2,1 - norm 项对高维数据的特

征进行选择，并且使用 ℓ1 - norm 确保系数矩阵得到稀

疏。但是，该方法没有利用输出变量之间的关联结构，

所以获得的 aCC 结果比 LRRR 和 SLRR 以及 LSG21 的

aCC结果低；LSG21算法利用图结构稀疏的方法获得多

输出回归的结果，但是没有对样本进行选择，并且在构

建图结构的过程中计算代价很大，不利于大量数据的多

输出回归分析。

另外，LRLR，LRRR，SLRR，SMART，LSG21和本文

提出的LFS_MR方法在上述四个数据集上实验的aRMSE

结果如表3。

从表3的aRMSE实验结果可知，LFS_MR算法在数

据集EDM，OES97，ATP7d和ATP1d上获得的aRMSE结

果分别为 0.045 0，0.012 8，0.006 5 和 0.006 8，都拥有非

常小的 aRMSE值，并且均比对比算法的 aRMSE实验结

果低，说明本文提出的LFS_MR算法具有很强的稳定性。

而本文的算法LFS_MR不仅进行了特征选择，还进

行了样本选择，能够很好地去除冗余特征及噪音和离群

点的干扰，通过低秩回归可使得多输出变量之间的关联

被合理使用。四个数据集上的实验在 aCC和 aRMSE方

面都取得了非常好的结果。因此，可证明本文提出的

LFS_MR算法是一个能够很好地处理高维数据的多输

出回归算法。

6 结束语
为能够很好处理高维数据的多输出回归问题，提出

一种充分考虑特征与输出的关系，和输出变量之间的关

系，以及样本之间的关系，使这三种关系得到很好结合

的方法称为低秩特征选择多输出回归算法。为确保在

学习模型的过程中利用多输出变量之间的关系来提高

回归预测的准确度，该方法通过低秩约束去构建低秩回

归模型；为能够去除数据中的噪音和离群点的干扰，利

用有效的样本学习模型，该方法同时在该低秩回归上利

用 ℓ2,p - norm 进行样本选择；而且使用一个 ℓ2,p - norm

正则化项惩罚回归系数矩阵，从特征与输出的关系方面

进行特征选择去除冗余特征，解决高维数据的“维灾难”

问题，可提高所获得的多输出回归模型的预测能力。通

过实际数据集上实验的结果表明，LFS_MR算法处理高

维数据的多输出回归分析能获得非常好的效果。
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