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摘 要: 针对 kNN 回归算法中 k值固定且未考虑样本相关性的影响，提出一种基于 LPP和 Lasso 的最近邻算法．该算法通过局
部保持投影与稀疏编码相结合，使训练样本对每一个测试样本都进行重构，重构过程中，LPP用于保持原始数据的局部结构，l1-
范式确保每个测试样本被 k个不同数目的最近邻样本预测，以此解决 kNN 算法中 k值固定问题．在 UCI 数据集上得到的实验
结果表明，改进算法在线性回归中的预测能力优于传统 kNN 算法．
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Abstract: This paper proposed a new nearest neighbor algorithm based LPP and Lasso，for solving the fixed k value problem and cor-
relation among the samples wasn' t considered of kNN algorithms．The proposed algorithm combined Locality Preserving Projections
( LPP) with sparse coding ( e．g．，Lasso) to restructure test samples with the training data．During the reconstruction process，LPP was
used to preserve the local structures of the data and the l1-norm was used to learn different k value for various samples．Experiments re-
sults on UCI datasets showed that the proposed methods were superior to traditional kNN algorithm in terms of regression performance．
Key words: k-nearest neighbor; regression; locality preserving projections; sparse coding

1 引 言

数据挖掘是近年来数据库研究界最热的研究方向，其中

回归分析是数据挖掘用于预测分析的重要手段之一．
回归分析作为一个统计预测模型，是处理多变量间相关

关系的一种方法．常见的回归分析方法包括支持向量机
( SVM ) ［1］、k-最近邻( kNN) ［2］等．但这些方法都存在不足，如
SVM 训练时间长，难于处理非相关属性; k-最近邻方法没有
模型创建，且易受噪声［3］和不相关属性的影响等．本文集中在
kNN 回归算法的研究．

kNN 算法是一种基于实例的学习方法［4-5］．其思想是: 给
定一个样本空间，选取一个实例，在训练样本集中找出它的 k
个最近邻样本，并对这 k个最近邻样本的目标值求均值，均值
即作为算法的输出估计值．
但是 kNN 回归算法存在以下缺陷: kNN 算法对于 k值的

选择依赖于用户自定义或十折交叉验证方法，且确认 k值后，
kNN 算法对每个测试样本都采取固定的 k 值进行回归预测，

这种固定 k值的方法在实际应用中经常是不合理的．

图 1 k= 3时测试样本的最近邻
Fig．1 Test samples and its 3 nearest neighbors

如图 1 中所示，该样本集有三个缺失测试样本．根据
KNN 算法，若令 k= 3，则可得到图 1 中三个测试样本的最近
邻样本空间( 实线圈) ．对于第 2个测试样本而言，最上方的样
本离的较远，如果把它作为最近邻样本，很可能会影响缺失测

试样本的预测［6-9］．而对于第 3 个测试样本，距离该样本的最
近邻样本数有四个，如果仅根据其中三个训练样本进行预测，

很可能会影响预测的准确性．因此，kNN 算法对每个测试样本



都取固定的 k值是不合理的，k 值的选取应该由样本的分布
或特点决定［10］，即 k值应该是从样本数据中学习而来，较为
合理的最近邻样本的选择应如虚线圈所示．
对此，本文从样本间的相关性出发对其进行了分析．由于

每个样本之间都存在相关性，若对每个测试样本都用与之相

关的最近邻样本预测，那么预测的准确率将有很大程度的提

高．本文通过训练样本重构［11］每个测试样本的方法，来得到
样本之间的相关性．在重构过程中，最小二乘损失函数［12］保
证了回归前后损失的信息最小; 局部保局投影( Locality Pre-
serving Projections，LPP［13］) 保证了重构前后原始样本局部结
构不变; Lasso ( the Least Absolute Shrinkage and Selection Op-
erator) 通过控制稀疏性来实现 k 值不固定问题，从而使得每
个测试样本都能够通过对样本数据的自学习来确定 k 值，有
效的解决了传统 kNN 算法在固定 k 值的情况下预测不准确
的情况．本文将改进算法简称为 LL-kNN ( LPP-Lasso-kNN ) 算
法［14-15］．

2 相关理论

2．1 局部保持投影( LPP)
LPP是一种新的子空间分析方法，它是非线性方法拉普

拉斯特征映射( Laplacian Eigenmap) 的线性近似，其原理是通
过一定的性能目标去寻找线性变换矩阵 W，以实现对高维数
据的 x降维 y:

yj =W
Txi，i= 1，2，…，l ( 1)

其中 xi 为训练集 X= { xi }
l
i= 1∈ＲD×L中的训练样本．变换矩

阵W可以通过最小化如下目标函数得到［16-17］:

min
W ∑i，j ( W

Txi － WTxj )
2Sij

( 2)
其中，对于权值矩阵 S: 可以由一个基于热核的估计定义

Sij =exp( － xi－xj
2 σ) ( σ 是一个调优参数常量) 建立．Sij的

值用来测量 xi、xj 两个点之间的近邻程度．
通过公式( 2) 操作后，可发现特征空间能够保持原始的

局部结构不变．公式( 2) 代数变换操作如下:
1
2∑i、j ( W

Txi － WTxj )
2Sij

= ∑
i
WTxiDij x

T
i W －∑

i、j
WTxiSij x

T
i W

= tr( WTXDXTW) － tr( WTXSXTW)
= tr( WTXLXTW) ( 3)

D表示为一个对角矩阵，D 中第 i 个元素被计算为 S 的

第 i列的总和，也就是 Dii =∑
j
Sij ．显然，L=D－S是一个拉普

拉斯矩阵．
2．2 LL-kNN回归算法
由于 kNN 算法在 k值固定问题上经常导致应用上的不

合理，以及研究已经证明: 保持样本的局部结构能使得学习算

法取得稳定的好的学习能力．对此，本节将详细介绍 LL-kNN
回归算法．假设训练集 X∈Ｒn×d，测试集 Y∈Ｒm×d，其中 d，n，m
分别是样本的维数、训练样本个数和测试样本的个数． LL-
kNN 回归算法希望通过训练样本重构测试样本，从而找到一
投影矩阵W，使得 Y与WTX差距尽可能最小．这可以通过最

小二乘损失函数实现［18-20］:

min
W

Y－WTX 2
F ( 4)

其中 Y－WTX 2
F =∑

i
∑

j
( yij － wT

ij xij )
2 为 Frobenius 范

数．目标函数( 4) 是凸函数，易知其解W* = ( XTX) －1XTY．
但实际应用中 XTX 不一定可逆，对此，通常情况下会考

虑引入一个 l2-范式使其可逆，即:
min
W

Y－WTX 2
F+ρ W 2

2 ( 5)

其中 W 2
2 =∑

m

i = 1
∑

n

j = 1
wij |

2，ρ 为 l2-范式的正则化因子

参数．目标函数( 5) 的优化解为 W* = ( XTX+ρI) －1XTY，但研
究已经证明，该函数得到的W不一定稀疏，利用到 kNN 回归
问题中，即令 k取 n，这也根本没解决 kNN 算法中 k值固定问
题．对此，LL-kNN 算法利用 LPP正则化因子和 l1-范式代替公
式中 l2-范式，得到如下目标函数:

min
W

1
2

Y-WTX 2
F+ρ1 tr( W

TXLXTW) +ρ2 W 1 ( 6)

其中 W 1 =∑
m

i = 1
∑

n

j = 1
wij ． ρ1 是保局投影的参数，其作

用是调整矩阵 W 的结构，使 tr ( WTXLXTW) 数量级保持与
Y－WTX 2

F 一致．ρ1 越大，LPP 比重越大; 反之越小．对 ρ1 进
行调优处理即可使原始的局部结构在重构过程中保持不变．
而 l1-范式

［21］的基本思想是: 在回归系数的绝对值之和小于

一个常数的约束条件下，使其残差平方和最小化，从而能够产

生某些严格等于 0 的回归系数．ρ2 作为 l1-范式的参数，可以
很好的控制矩阵W的稀疏程度，ρ2 越大，产生的矩阵稀疏性
越大; 反之越小．
目标函数( 6) 中的矩阵 W 可以理解为 Y 与 X 的相关性

矩阵，则矩阵W中的元素 wij表示第 i个测试样本与和第 j 个
训练样本之间的相关性大小．若 wij ＞0，表示 Y 的第 i 个样本
与 X的第 j 个训练样本正相关; 若 wij ＜0，则它们负相关; 而
wij = 0，则说明它们不相关．应用此特性到 kNN 回归中，对第 i
个测试样本而言，我们当然希望选择只与它相关的样本进行

回归预测，即满足 wij≠0．假设优化目标函数( 6) 得到如下矩
阵W:

W=

0. 5 0. 8 0 0
0. 6 0 0 0. 1
0 0 0. 4 0
0. 7 0. 1 0 0. 3













根据W知道，第一列有 3 个不为 0 的系数，那么说明此
时有 k= 3个最近邻数，且数值越大，说明测试样本与训练样
本的相关性越高; 第二列有 2 个不为 0 的系数，说明有 k = 2
个最近邻数; 依次选择后可发现本算法使用了不固定的 k值．
可见考虑样本之间的相关性，能有效地解决固定 k值的问题．
综上可知，LL-kNN 算法有效的解决了 kNN 的缺陷，对样本
进行回归预测时更加准确高效．注意，如果使用 ρ2 范式就没
这个功能，因为通过 ρ2 范式得到的矩阵W不稀疏．
最后，给出 LL-kNN 算法的步骤，如下所示:

算法 1．LL-kNN 算法
输入:样本集．
输出:预测值．
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1 对样本空间中的属性进行规范化处理，防止某个属性所占权重过
大;

2 通过算法 2得到最优化矩阵W;
3 对W进行加权处理，根据加权后的W确定每个测试样本对应的最
近邻样本数，即 k值;
4 根据 k值，求解测试样本的预测值．

3 LL-kNN算法的优化

目标函数( 6) 是一个凸但非光滑的函数．本文通过设计一
个加速近似梯度法［22］来解决这个问题．首先对目标函数( 6)
进行如下加速近似梯度操作:

f( W) =
1
2

Y－WTX 2
F+ρ1 tr( W

TXLXTW) ( 7)

l( W) = f( W) +ρ2 W 1 ( 8)
注意 f( W) 是凸且可微的．为了利用近似梯度方法去优化

W，首先将对W按如下优化规则进行迭代更新:
W( t+1) = arg min

W
G η( t) ( W，W( t) ) ( 9)

G η( t) ( W，W( t) ) = f( W( t) ) +〈fW( t) ，W－W( t) 〉+
η( t)
2

W－W( t) 2
F+ρ2 W 1 ( 10)

fW( t) = ( XXT+ρ1XLX
T ) W( t) －XYT ( 11)

其中 η( t) 是一个调优参数，W( t) 是 W 在 t 次迭代获得
的值．通过忽略公式( 9) 中无关的W，我们可以把它改写为:

W( t+1) = πη( t) ( W( t) )

= arg min
W

1
2

W－U( t) 2
2 +

ρ2
η( t)

W 1 ( 12)

其中 U( t) = W( t) －
f( W( t) )
η( t)
和 πη( t) ( W( t) ) 是 W( t)

在凸集 η( t) 上的欧几里德投影．由于 W( t+1) 在每一行都可
分，如 wi( t+1) ; 因此可以分别对每一行都进行权重更新:

wi( t+1) = arg min
wi

1
2

wi－ui( t) 2
2 +

ρ2
η( t)

wi
1 ( 13)

其中 ui( t) = wi( t) －
1

η( t)
f ( wi( t) ) 和 wi( t) 分别是 U

( t) 和W( t) 的第 i行．根据公式( 13) ，wi( t+1) 将取一个如下
形式的封闭解:

wi* =max{ wi －ρ2，0}·sgn( wi ) ( 14)

其中 sgn( wi ) 为符号函数．同时，为了在公式( 14) 中利用
加速近似梯度法，将引入了辅助变量 V( t+1) 如下:

V( t+1) = W( t) +α
( t) －1

a( t+1)
( W( t+1) －W( t) ) ( 15)

系数 α( t+1) 通常设定为 α( t+1) =
1+ 1+4α( t)槡 2

2
．

最后给出优化算法 2的伪代码及其收敛定理:
算法 2．LL-kNN 算法的优化
Input: η( 0) ，α( 1) = 1，γ;
Output:W;
1 Initialize t= 1;
2 Initialize W( 1) as a random diagonal matrix ;
3 repeat

4 while L( W( t) ) ＞G η( t－1) ( πη( t－1) ( W( t) ) ，W( t) ) do

5 Set η( t) = γη( t－1) ;

6 end

7 Set η( t) = η( t－1) ;

8 Compute W( t+1) = arg min
W

G η( t) ( W，V( t) )

9 Compute α( t+1) =
1+ 1+4α( t)槡 2

2

10 Compute V( t+1) = W( t) +α
( t) －1

a( t+1)
( W( t+1) －W( t) )

11 until Eq．( 6) converges;

收敛定理 1．设{W( t) } 是由算法 1 所生成的序列，然后
对于t≥1，下式成立:

l( W( t) ) －l( W* ) ≤
2γL W( 1) －W* 2

F

( t+1) 2
( 16)

其中 γ是一个正的预定义常数，L 是公式( 6) 中 f( W) 一
个渐变的 Lipschitz 常数，W* = arg min

W
l ( W) ．收敛定理 1 表

明，该加速近似梯度法的收敛速度是 O
1
t2( ) ．其中 t是算法 2

中迭代的次数．

4 实验结果分析

为了比较 LL-kNN 算法和 kNN 算法的性能，本文以均方
根误差( Ｒoot Mean Square Error，ＲMSE) 和相关系数两项作
为评价指标．实验中的数据集来源于 UCI和 LIBSVM ( 为了使
数据特征之间具有可比性，已对数据集进行标准化处理) ，数

据集有 bodyfat，pyrim，triazines和 Concrete_Data．
评价指标中，均方根误差是算法效果的评判标准．多次实

验结果的均方根误差可以反应算法的稳定性，均方根误差越

小，稳定性越高; 反之越低．相关系数是反应预测值与测试样
本目标值之间的相关性，取值一般在( －1，1) 范围之间，( －1，
0) 负相关，0表示不相关，( 0，1) 表示正相关．相关系数越高，
预测值越接近目标值，即预测的可信度越强; 反之越弱．
均方根误差的计算公式如下:

ＲMSE=
∑

n

i = 1
( yi － yi

^
)

n槡 ( 17)

本文算法采用 MATLAB 编程，并在 Win7 系统下的
MATLAB 7. 1软件上进行运行测试．为了保证实验的公平性，
所有算法都采用相同的样本集和测试集．
本文提出的 LL-kNN 改进算法有两个重要参数 ρ1，ρ2，其

中参数 ρ1 控制重构矩阵W的稀疏程度，参数 ρ2 控制正则项 tr
( WTXLXTW) 与损失函数 Y－WTX 2

F 的数量级．经初步测试
后，实验发现 ρ1，ρ2∈{ 10

－2，…，10－6 } 能使得重构矩阵 W产生
稀疏，且正则项 tr ( WTXLXTW) 与损失函数的 Y－WTX 2

F 数

量级可以使算法达到较好的结果．因此，我们对参数 ρ1，ρ2 在设
定取值内进行了如下实验，如下页图 2所示．
从图 2可以看出，大部分情况下，相关系数随着 ρ1，ρ2 的

增大而增加，ＲMSE 随着 ρ1，ρ2 的增大而减小．当参数 ρ1∈
( 10－5，10－4 ) 时，三个数据集随着参数 ρ2 的增大相关系数和
ＲMSE的增长都更加稳定．因此，为了使 LL-kNN 效果达到最
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优，在经典 kNN 算法与 LL-kNN 算法的对比实验中，参数 ρ1，
ρ2 在 ρ1∈( 10

－5，10－4 ) ，ρ2∈( 10
－5，10－4 ) 范围内随机取值．

在 kNN 与 LL-kNN 算法的对比实验中，我们对每个数据

图 2 LL-kNN 算法在不同数据集不同参数下的相关系数和 ＲMSE( 均方根误差)
Fig．2 Correlation and ＲMSE of LL-kNN on the different datasets with different parameters setting

集都重复 20次，实验结果不但报告每次实验的结果而且报告
20次结果的均值和方差，请见表 1和表 2，以及对应的图 3、图
4的实验结果．
表 1、图 3 中 4 个数据集的 20 次实验结果表明: LL-kNN

算法比 kNN 算法得到的预测值和测试样本的目标值相关度
更高，这说明算法 LL-kNN 预测值更接近真实值，可信度高．

表 1 二种算法在四个数据集上的相关系数
Table 1 Correlation of kNN and LL-kNN on four datasets

Dataset LL-kNN kNN
bodyfat 0. 9582±0. 0013 0. 9379±0. 0017
pyrim 0. 9213±0. 0025 0. 7874±0. 0102
triazines 0. 6726±0. 0113 0. 5136±0. 0104
Concrete_Date 0. 9082±2. 6501e－04 0. 8636±3. 2841e－04

图 3 kNN 和 LL-kNN 在四个数据集上的相关系数 图 4 kNN 和 LL-kNN 在四个数据集上的均方根误差
Fig．3 Correlation of kNN and LL-kNN on four datasets Fig．4 ＲMSE of kNN and LL-kNN on four datasets

而从表 2、图 4 中可发现: LL-kNN 算法得到的 ＲMSE 值
都比 kNN 低，这说明 LLk-NN 算法的稳定性更高．综上所述，

表 2 二种算法在四个数据集上的均方根误差
Table 2 ＲMSE of kNN and LL-kNN on four datasets
Dataset LL-kNN kNN

bodyfat 3. 1562e－04±2. 5786e－08 4. 1004e－04±1. 7360e－08
pyrim 0. 0488±0. 0003 0. 0733±0. 0014
triazines 0. 1215±0. 0012 0. 1411±0. 0012
Concrete_
Date

0. 0062±2. 3355e－07 0. 0065±2. 2513e－07

LL-kNN 算法在稳定性以及可信度方面，都比传统 kNN 算法

更加适合做回归分析．

5 结 论

本文提出的基于 LPP 和 Lasso 的 kNN 改进算法 LL-
kNN，充分考虑了样本之间的相关性，并通过重构方法，使得
测试样本能够根据样本的分布和特点确定最近邻样本数 k，
解决了传统 kNN 算法中 k值固定问题．此外，传统 kNN 算法
k值的选定通常是由用户自定义得到，而本文算法的 k 值由
样本数据驱动学习选定．因此本文算法可用于用户无法通过
经验选定 k值的情况，大大的减少了测试 k 值的时间．综上，
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LL-kNN 算法在准确性和效率上都优于传统 kNN 算法．
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