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摘 要 对于线性回归中 kNN( k-Nearest Neighbor) 算法的 k 值固定问题和训练样本中的噪声问题，提出一种新的基于重构的稀

疏编码方法。该方法用训练样本重构每一个测试样本，重构过程中，l 1 -范数被用来确保每个测试样本被不同数目的训练样本来预

测，以此解决 kNN 算法固定 k 值问题; l 2，1 -范数导致的整行稀疏被用来去除噪声样本，以避免数据集上的噪声对重构产生不利影

响。实验在 UCI 数据集上显示: 新的改进算法比原来的 kNN 算法在线性回归中具有更好的预测效果。
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Abstract This paper proposes a new reconstruction-based sparse coding method for solving the problem of k value fixing of k-NN in linear
regression and the problem of noise in training samples． The method reconstructs every test sample using training sample． In reconstruction
process，the l1 -norm is used to ensure each test sample will be predicted by training sample in different numbers and thus to solve the problem
of k-NN algorithm in fixing k value，and the entire row sparse incurred by l2，1 -norm is used to remove noise samples so as to prevent the noise
in dataset from adverse impact on the reconstruction． Experimental results on UCI datasets show that the new improved algorithm outperforms
the previous k-NN regression method in terms of prediction effect．
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0 引 言

kNN 算法是一种应用广泛的分类方法，它是最近邻算法

( NN 算法) 的推广形式。NN 算法最早是由 Cover 和 Hart 在

1967 年提出，最早用于分类的研究［1］。kNN 算法也可用于回

归: 对于一个测试样本，在所有训练样本中选取最接近它的 k 个

样本的均值来进行预测。然而本文发现传统的 kNN 算法对每

一个测试样本，都用同样 k 个数目的训练样本来进行预测，这在

应用中不合实际。
图 1 所示一个数据集分布，三角形代表测试样本，圆圈代表

训练样本，如设 k = 3，用 kNN 算法预测测试样本，对于左边的测

试样本，用最邻近的三个训练样本去预测，这比较合理。但对于

右边的测试样本，仅有两个训练样本离它比较近，另一个离得很

远，显然用最邻近的这三个训练样本来预测测试样本是不合理

的，应该根据实际情况，选取不同的 k 值。

图 1 k = 3 时两个测试样本
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对此，一些学者展开了选取最优 k 值的研究。例如 Cora 等

人提出了自动选取最优 k 值的 kNN 方法［2］。Matthieu Kowalski
在稀疏扩展方法里引入了结构化稀疏的概念［3］，同时将这种方

法与多层信号扩展方法联系起来，用来分解由许多不同成分构

成的信号。Hechenbichler 等人提出了加权 kNN 法［4］，该方法根

据训练样本到测试样本距离的大小赋予不同的权值，距离大的

权值反而小，该方法的分类识别率对 k 值 的 选 取 不 再 敏 感。
Zhang 等人提出了代价敏感分类方法［5 － 8］。还有一些学者从特

征加权的角度提出了一些算法，也在一定程度上改进了 kNN
算法。

但是以上这些方法都是只利用了训练样本中 k 个邻近样本

提供的信息，没有考虑测试样本提供的信息，即没有考虑训练样

本和测试样本之间的相关性。而本文认为样本之间是存在相关

性的，对于每个测试样本，应该用与之相关的训练样本来对其进

行预测，但是每一个测试样本却可能跟不同数目的训练样本相

关。为此，本文用训练样本重构［9］每一测试样本获得样本之间

的 k 相关性，同时用 LASSO( the Least Absolute Shrinkage and Se-
lection Operator) ［10］来控制稀疏性以解决 k 值固定问题。另外

实际数据集中一般会有噪声存在［11，12］，如在图 1 中设 k = 7，对

于左边的测试样本，图中左上角的噪声样本会影响其真实值的

预测，并应该剔除这些噪声样本，本文借助 l 2，1 -范数能产生整行

为 0 的特性来去除噪声。因此，针对 kNN 算法存在的这两个问

题，本文提出一种新的基于混合模［13］重构的 kNN 算法—Mixed-
Norm Ｒeconstruction-kNN，简记为 MNＲ-kNN。

1 基于混合模重构的 kNN 算法

1． 1 重 构

用训练样本重构每一测试样本时，本文假设有训练样本空

间 X∈Ｒn × d，n 为训练样本数目，d 为样本维数; 测试样本空间

Y∈Ｒd × m，m 为测试样本数目。一般我们用最小二乘法［14，15］解

决线性回归问题，即获取投影矩阵 W∈Ｒn × m :

min
W ∑

m

i = 1
‖yi － XTwi‖

2
2 = min

W
‖Y － XTW‖2

F ( 1)

其中，‖·‖F 是 Frobenius 矩阵范数，yi∈Ｒd×1，wi 是W的第 i列

向量。
分类问题中 yi 一般为类标签，W 表示 Y 与 X 的函数关系，

在本文 yi 表示第 i 个测试样本，而 W 表示训练样本和测试样本

经过重构得到的相关性系数矩阵。以下面例子进一步说明 W，

假设有 4 个训练样本，2 个测试样本，样本属性数目为 3，此时

Y － XTW 为:

y11 y12
y21 y22
y31 y
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－
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x12 x22 x32 x42
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( 2)

由 XTW 知 W 中元素 Wij 表示第 i 个训练样本与第 j 个测试

样本之间的相关性大小，Wij ＞ 0 时代表正相关，Wij ＜ 0 时代表

负相关，Wij = 0 时代表不相关。所以，W 表示测试样本与训练

样本之间的相关性矩阵，本文考虑训练样本和测试样本之间的

相关性，利用重构方法获得了训练样本与测试样本之间的相关

性大小。

1． 2 正则化

一般得到的 W 不是稀疏的，考虑到列向量 Wj 表示第 j 个测

试样本与所有训练样本的相关性，如果列向量中有 r 个元素值

不为 0，其余为 0，则预测时 k 相应地取 r，并用对应的这 r 个训练

样本来预测测试样本。这样选取的 k 个训练样本就是与测试样

本最相关的 k 个 样 本，也 就 可 以 解 决 kNN 算 法 中 k 值 固 定

问题。
通常使用最小二乘损失函数求解线性回归问题，即:

min
W
‖XTW － Y‖2

F ( 3)

虽然上面目标函数是凸的，易知其解 W* = ( XXT ) －1XY。
然而，实际应用中 XXT 不一定可逆，为此，优化函数式( 3 ) 被加

上一正则化因子，即:

min
W
‖XTW － Y‖2

F + ρ‖W‖2
2 ( 4)

其中，‖W‖2
2 =∑

n

i = 1
∑
m

j = 1
|wij |

2，此时优化函数式( 4) 称为岭回归，其

解为 W* = ( XXT + ρI) － 1XY。但得到的 W 不稀疏，不能解决本

文问题。因此本文用 l1-范数和 l2，1-范数取代式( 4 ) 中的 l2-范
数，得到以下目标函数:

min
W
‖XTW － Y‖2

F + ρ1‖W‖1 + ρ2‖W‖2，1 ( 5)

其中，‖W‖1 = ∑
n

i = 1
∑
m

j = 1
| wij | ，‖W‖2，1 =∑

n

i = 1
(∑

m

j = 1
| wij |

2 )
1
2

，参数 ρ1 调控 W 整体的稀疏性，ρ2 调控 W 整行的稀疏性。l1-范

数已经被证明能使回归结果生成稀疏的回归稀疏，且这种稀疏

是分布在矩阵中的元素，因此成为元组稀疏［11，14，15］。l2，1-范数

能导致回归优化出整行的稀疏，即行稀疏［16］。
通过 1． 2 节的方法可以求解目标函数式( 5 ) 得到的 W，如

下形式:

W =

0． 2 － 0． 5 0
0 0 0
0 0． 8 － 0． 9

0． 11 0． 25 0．









3

其中，W 的第二行全为 0，即行稀疏。这是由于 l2，1-范数导致的

结果，这表明第二个训练样本跟所有测试样本无关。因此，第二

个训练样本可能是噪音样本。此外第一列有两个非零值，即第

一个和第四个，可以说第一个测试样本与第一、第四个训练样本

相关。因此对第一个测试样本预测时 k = 2。以此类推，如第二

列有三个非零值，所以对第二个测试样本而言 k = 3，对第四个

测试样本 k = 2。这就解决了 kNN 算法中 k 值固定问题，即对于

不同测试样本 k 值是不一样的。而 kNN 算法中的 k 值通常由

用户决定，本文每个测试样本的 k 值是通过稀疏学习得到的，是

一种数据驱动分析方法。

1． 3 MNＲ-kNN 算法

根据以上例子，目标函数式( 5) 利用 l2，1-范数查找除了存

在于训练集中的噪音样本，而且还利用 l1-范数学习出与每个测

试样本相关的训练样本。每个测试样本相关的训练样本的个数

不同，即为 kNN 回归学习出了合适的 k。这样的学习方法是数

据驱动的，也解决了本文提出 kNN 回归存在的两个问题，即噪

音样本避免问题和固定 k 值问题。
本文预测测试样本时用 W 列的非零值对应的训练样本去

预测，当然此时 k 的取值等于 W 相应列非零值的个数，这种方

法本文称为不加权 MNＲ-kNN 算法。但是考虑到 W 中的元素值

大小表示测试样本和训练样本的相关性大小，相应的训练样本
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和测试样本之间的相关度大小是不同的，元素值越大，表明相关

度越大; 元素值越小，表明相关度越小。因此本文预测时根据

Wj 中的元素值对相应的训练样本做加权处理，可以得出第 j 个

测试样本的加权预测值:

predictval_weight = ∑
n

i = 1

Wij

∑
n

i = 1
Wij

× ytrain( i( )) ( 6)

其中，ytrain( i) 表示第 i 个训练样本的真实值，即第 i 个训练样本

的类标号。这种回归方法本文称为加权 MNＲ-kNN 算法。
最后，本文给出加权 /不加权 MNＲ-kNN 算法的步骤，见算

法 1。

算法 1 加权 /不加权 MNＲ—kNN

输入: 样本数据

输出: 预测值

1) 将数据进行规范化处理

2) 通过算法 2( 下面给出) 得到最优解 W

3) 加权 /不加权情况下 MNＲ-kNN 算法对所有测

试样本计算出相应的 k 值

4) 根据 k 值，通过式( 6) 计算测试样本的预测

值( 注: 不加权的情况相应的用 1 代替 W 中的

非零值即可)

2 算法优化分析

虽然式( 5) 是凸的，但后面两项正则化都是非光滑的。为

此，本文提出一种有效的算法去求解目标函数。
具体地，首先对 wi ( 1 ≤ i≤ m) 求导并命其为 0，可得:

XXTwi － Xy( i) + ρ1Diwi + ρ2 D
～
wi = 0 ( 7)

其中，Di ( 1 ≤ i≤ m) 是对角矩阵，第 k 个对角元素为
1

2‖wki‖
，

D
～

i 也是对角矩阵，第 k 个对角元素为
1

2‖wk‖2

。所以:

wi = ( XXT + ρ1Di + ρ2 D
～

) －1Xy( i) ( 8)

Di 和 D
～

依赖于 W，因此它们也是未知的。根据文献［16］，

本文提出一种迭代算法去求解最优值 W，见算法 2。

算法 2: 目标函数优化算法

输入: X，Y

输出: W( t) ∈ Ｒn×m

1) 初始化 W1 ∈ Ｒn×m ，t = 1;

2)

do{

( 1) 计算对角矩阵 D( t)
i ( 1≤ i≤ m) 和 D

～ ( t) ，其中 D( t)
i 第 k 个对角

元素为
1

2 | w( t)
ki |

，D
～ ( t) 第 k 个对角元素为

1
2‖( w( t) ) k‖2

;

( 2) For 每个 i ( 1 ≤ i≤ m) ，

w( t+1)
i = ( XXT + ρ1D( t)

i + ρ2 D
～ ( t) ) －1Xy( i) ;

( 3) t = t + 1; } until 收敛

定理 1 算法 2 在每次迭代中目标值减小。
证明 根据算法里的第 2 步可得到:

W( t+1) = min
W

Tr( XTW － Y) T ( XTW － Y) +

ρ1∑
m

i = 1
wT

i D
( t)
i wi + ρ2TrW

T D
～ ( t) W ( 9)

因此有:

Tr( XTW( t+1) － Y) T ( XTW( t+1) － Y) +

ρ1∑
m

i = 1
( w( t+1)

i ) TD( t)
i w( t+1)

i + ρ2Tr( W
( t+1) ) T D

～ TW( t+1)

≤ Tr( XTW( t) － Y) T ( XTW( t) － Y) +

ρ1∑
m

i = 1
( w( t)

i ) TD( t)
i w( t)

i + ρ2Tr( W
( t) ) T D

～ TW( t)

Tr( XTW( t+1) － Y) T ( XTW( t+1) － Y) +

ρ1∑
d

i = 1
∑
m

j = 1

( w( t+1)
ij ) 2

2‖w( t)
ij ‖

－ ‖w( t+1)
ij ‖ + ‖w( t+1)

ij( )‖ +

ρ2∑
d

k = 1

‖( w( t+1) ) k‖2
2

2‖( w( t) ) k‖2
－ ‖( w( t+1) ) k‖2 + ‖( w( t+1) ) k‖( )2

≤ Tr( XTW( t) － Y) T ( XTW( t) － Y) +

ρ1∑
d

i = 1
∑
m

j = 1
‖w( t)

ij ‖ +
( w( t)

ij ) 2

2‖w( t+1)
ij ‖

－ ‖w( t)
ij( )‖ +

ρ2∑
d

k = 1
‖( w( t) ) k‖2 +

‖( w( t) ) k‖2
2

2‖( w( t) ) k‖2
－ ‖( w( t) ) k‖( )2

Tr( XTW( t+1) － Y) T ( XTW( t+1) － Y) + ρ1∑
d

i = 1
∑
m

j = 1
‖w( t+1)

ij ‖ +

ρ2∑
d

k = 1
‖( w( t+1) ) k‖2 ≤ Tr( XTW( t) － Y) T ( XTW( t) － Y) +

ρ1∑
d

i = 1
∑
m

j = 1
‖w( t)

ij ‖ + ρ2∑
d

k = 1
‖( w( t) ) k‖2

根据 文 献［17］对 于 任 意 向 量 w 和 w0 ，有 ‖w2‖ －

‖w‖2
2

2‖w0‖2
≤‖w0‖2 －

‖w0‖
2
2

2‖w0‖2
。因此最后一步成立，即算法

在每次迭代中减小目标值。

W( t) 、D( t)
i ( 1≤ i≤m) 和 D

～ ( t) 在收敛处满足式( 9) 。由于式

( 7) 是一个凸问题，满足式( 9) 意味着 W 对于式( 7) 来说是一个

全局最优解。因此算法 2 将收敛到式( 7) 的全局最优解。因为

在每一次迭代时有封闭形式解，所以本文提出的算法收敛非

常快。

3 实验结果与分析

实验数据来自 UCI 机器学习库［18］，具体细节见表 1。

表 1 数据集基本情况

数据集 实例数 属性数

ConcreteSlump( CS) 103 10

Housing( HS) 506 14

Winequality( wine) 1599 12

Mpg 398 8

本次实验主要是比较 kNN 算法、不加权 MNＲ-kNN 算法和

加权 MNＲ-kNN 算法这三种算法的预测效果，本文选用经典评

价指标 ＲMSE 和相关系数 CorrCoef。ＲMSE 和 CorrCoef 定义分

别如下:

ＲMSE = 1
n∑

n

i = 1
( ŷi － yi )槡

2 ( 10)
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CorrCoef =
∑

n

i = 1
( ŷi － ŷi ) ( yi － 珋y)

∑
n

i = 1
( ŷi － ŷi )

2∑
n

i = 1
( yi － 珋y)槡

2

( 11)

其中，n 为样本个数，yi 为真实值，̂yi 为预测值。
ＲMSE 一般用来作为算法效果的评判依据，通常 ＲMSE 越

小，预测值和真实值之间的偏差就越小，算法的效果也就越好，

否则越差。CorrCoef 表示预测值和真实值之间的相关性大小，

一般相关性越大，预测越准确，反之相反。另外本文用 Matlab
编程实现具体程序代码，在每个数据集上用 10 折交叉验证法做

十次实验来看算法效果。为了保证公平性，kNN 算法、不加权

MNＲ-kNN 算法和加权 MNＲ-kNN 算法在每一次实验中选用相

同的训练集和测试集，记录这三种算法十次实验取得的 ＲMSE
和 CorrCoef 情况。

图 2—图 5 为四个数据集上的实验结果，纵坐标为 ＲMSE
的大小，横坐标为十次实验次序。

图 2 数据集 ConcreteSlump

图 3 数据集 Housing

图 4 数据集 Winequailty

图 5 数据集 Mpg

图 6—图 9 为四个数据集上的实验结果，纵坐标为 CorrCoef
的大小，横坐标为十次实验次序。

图 6 数据集 ConcreteSlump

图 7 数据集 Housing

图 8 数据集 Winequailty
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图 9 数据集 Mpg

ＲMSE 和 CorrCoef 的均值以及方差见表 2 和表 3。

表 2 ＲMSE 均值和方差情况

Dataset kNN 不加权 MNＲ-kNN 加权 MNＲ-kNN

CS 6． 0126 ± 1． 3476 5． 1913 ± 1． 3377 4． 0766 ± 1． 1965

HS 5． 4979 ± 0． 7176 4． 9710 ± 0． 7455 3． 9559 ± 0． 2176

Wine 0． 7413 ± 0． 0045 0． 7011 ± 0． 0038 0． 6590 ± 0． 0028

Mpg 4． 0742 ± 0． 2982 3． 8958 ± 0． 2371 3． 6794 ± 0． 2704

表 3 CorrCoef 均值和方差情况

Dataset kNN 不加权 MNＲ-kNN 加权 MNＲ-kNN

CS 0． 5350 ± 0． 0175 0． 7212 ± 0． 0116 0． 8176 ± 0． 0152

HS 0． 8043 ± 0． 0027 0． 8498 ± 0． 0017 0． 9058 ± 0． 0008

Wine 0． 3392 ± 0． 0238 0． 4858 ± 0． 0135 0． 5565 ± 0． 0046

Mpg 0． 8434 ± 0． 0024 0． 8555 ± 0． 0022 0． 8750 ± 0． 0021

图 2 － 图 9 在四个 UCI 数据集上的实验显示，对于评价指

标 ＲMSE，加权 MNＲ-kNN 算法得出的 ＲMSE 均值最小，其次是

不加权 MNＲ-kNN 算法，ＲMSE 最大的是 kNN 算法。对于评价

指标 CorrCoef，总体看来，加权 MNＲ-kNN 算法得出的 CorrCoef
均值最大，其次是不加权 MNＲ-kNN 算法，CorrCoef 最大的 是

kNN 算法。
根据表 2，对于评价指标 ＲMSE，加权 MNＲ-kNN 算法取得

的 ＲMSE 均值最小，其次分别是不加权 MNＲ-kNN 算法和 kNN
算法。最明显的在 CS 数据集上，加权 MNＲ-kNN 算法比 kNN 算

法在评价指标 ＲMSE 均值上降低了 1． 936，同时不加权 MNＲ-
kNN 算法也比 kNN 算法降低了 0． 8213。另外根据表 3，加权

MNＲ-kNN 算法取得的相关系数均值最大，其次是不加权 MMＲ-
kNN 算法和 kNN 算法。在 CS 数据集上的实验表明，加权 MNＲ-
kNN 算法和不加权 MNＲ-kNN 算法比 kNN 算法在评价指标上

CorrCoef 均值上分别提高了 28． 26% 和 18． 62% ，改善效果显著。
此外，从 ＲMSE 和 CorrCoef 方差总体情况来看，加权 MNＲ-kNN
算法方差最小，其次是不加权 MMＲ-kNN 算法和 kNN 算法。这

说明本文提出的 MNＲ-kNN 算法比 kNN 算法算法更稳定。
因此，综合看来，加权 MNＲ-kNN 算法效果最好，其次是不

加权 MMＲ-kNN 算法，效果最差的是 kNN 算法。这说明本文提

出的 MMＲ-kNN 算法( 包括加权和不加权两种情况) 预测准确率

更高，效果相比 kNN 算法也更好，同时加权 MNＲ-kNN 算法比不

加权 MNＲ-kNN 算法要好。

4 结 语

针对 kNN 算法中 k 值固定不变问题以及如何在预测时去

除噪声样本，本文提出了基于混合模重构的 kNN 算法( MNＲ-
kNN) 。通过 l 1 -范数，MNＲ-kNN 算法中 k 值根据样本之间相关

性情况取不同的值，同时在重构过程中利用 l 2，1 -范数去除噪声。
另外根据相关性大小可将 MNＲ-kNN 算法具体分加权情况和不

加权情况。实验表明，在同样的训练样本和测试样本情况下，使

用三种算法进行预测，加权 MNＲ-kNN 算法效果最好，其次是不

加权 MNＲ-kNN 算法，而 kNN 算法取得的效果不佳。
本文提出的 MNＲ-kNN 算法可以用于信号编码和压缩、降

维去噪、人脸识别、文本挖掘等领域。将来可以进一步考虑如何

在实际应用中降低 MNＲ-kNN 算法的时间复杂度，比如分块处

理等，以此来取得相应的实际应用价值。
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其中 1 代表等效点权值算法，2 代表节点综合测度算法，3
代表基于相似度贡献的节点重要性评估算法。

可以看出: 各个算法得到结果的相似度都很高，基本上都在

80% 以上，其中算法 1 和算法 3 的评价结果是最相似的，它们分

别是从节点删除后造成的损失和节点相似性两个完全不同的方

面来研究的，但是评价出的结果却基本一致。所以基于 F-度量

方法的结果，最后选取算法 1 和算法 3 共同的排序结果，其中前

五名如表 6 所示。

表 6 民航旅客社会网络的前五名重要节点

名次 节点编号 节点的 BOOK_ID

1 1 28708788

2 20 28837334

3 11 33930659

4 14 29407420

5 21 29405672

3． 3 结果分析

实验分别从节点度、点权、二重度、二重点权以及实际数据

库中节点 1 月份出行情况两个方面，对排序结果进行了可靠性

分析，排序结果见表 7 所示。

表 7 节点度，点权，二重度，二重点权的排序结果

名次 节点编号 度 点权 二重度 二重点权

1 1 38 116 276 887

2 20 38 116 276 887

3 11 18 59 243 765

4 14 18 59 243 765

5 21 18 59 243 765

其中，度是指与该节点相邻的所有节点的个数; 点权是指与

该节点相邻的所有节点的权重之和; 二重度是指与节点相邻的

所有节点的度之和; 二重点权是指与节点相邻的所有节点的点

权之和。
从表 7 可以看出: 分别按节点度、点权、二重度、二重点权排

序的结果的前五名也正好是 3． 2 节中所求的五个重要节点。因

此，进一步地说明了最后所求出的重要节点是准确的。

4 结 语

本文主要从民航旅客社会网络的构建以及重要节点发现算

法在民航旅客社会网络的应用方面展开研究，通过挖掘 PNＲ 数

据间的内在关系，进一步推测出民航旅客间的关系以及这种关

系的强弱，从而构建出民航旅客社会网络。在此基础上分析了

多种社会网络重要节点发现算法，并进一步地把这些算法应用

在了民航旅客社会网络中，最后通过 F-度量方法对结果进行了

相似性比较，确定出重要的民航旅客。实验结果证明，本次研究

为民航旅客社会网络分析与挖掘提供了社会网络类型的数据支

持，并更加全面准确地分析了民航旅客，为提高航空公司效益，

改善民航旅客服务提供了有力依据。
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